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Лопта и делови лопте 

 
 

Површ лопте зове се сфера. Део сфере између круга 2k  и пола N зове се 

калота, а део сфере између кругова 1k  и 2k  зове се појас (зона). Са 

друге стране, део лопте између круга 2k  и пола N зове се одсечак, као и 

део лопте између кругова 1k  и 2k . Део лопте са одсечком над кругом 
3k  

и купом чији је врх у центру О лопте, зове се лоптин исечак. 

 

 

 

 

Посматрајмо плоулопту 
2
L  са кругом k  у основи, и ваљак v  са кругом 'k  

у основи,  исте површине као k . Нека је r  полупречник тих кругова. Нека је висина ваљка једнака r . 

Ако из ваљка v  издвојимо купу чија је основа у горњој основи ваљка, а врх у центру доње основе, онда 

је запремина тако добијеног тела једнака запремини полулопте. Докажимо то. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Заиста, било која раван π  паралелна равни основе кругова k  и 'k  и на истом одстојању hr −  од њих 

сече полулопту по кругу hk , а тело на ваљку по кружној прстенастој површи hp . Покажимо да је 

површина круга hk  једнака површини кружног прстена hp . 

 
222 )( hrrx −−=  

      
222 2 hrhrr −+−=  

      )2( hrh −=  

 

π2xK h =  

       )2( hrh −= π  

Пошто је QOO 21∆  једнакокрак, онда је 

     hry −=  

 

   ( )π22 yrPh −=  

         ( )π22 )( hrr −−=  

         )2( hrh −= π  

 

Сада су сви услови за примену Кавалијеријевог принципа испуњени, па је према томе,  

πππ 3

3
22

3
12

2

rrrrrVVV kvL =⋅−⋅=−= . А запремина лопте је π3
3
4 rVL = . 

 

На исти начин можемо доћи до запремине лоптиног одсечка. (код истих тела, овај пут се из ваљка висине 

h , издвоји зарубљена купа висине h ) 
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Нешто је теже одредити површину лопте. Али, ако би ову наставну јединицу радили бар, иза наставне 

јединице о граничној вредности низа бројева, и направили одговарајућа поређења лопте и коцке, онда би 

решење било разумљивије. 

Посматрајмо коцку чија је ивица a . Премажемо ли коцку танким слојем лака, имаћемо (лакирану коцку, 

не већ) коцку са незнатно увећаном запремином. Ако дебљину лака означимо са ε )0(>  онда je ивица 

лакиране коцке ε21 += aa . 

 

Израчунајмо запремину слоја (премаза лака). То ће бити: 

aa VV −
1

33

1 aa −= ( ) 33
2 aa −+= ε 33223 8126 aaaa −+++= εεε  

                
322 8126 εεε ++= aa ( )22 8126 εεε ++= aa . Поделимо ову 

једнакост са ε . Добијамо једнакост облика: 
22 81261 εε

ε
++=

−
aa

VV aa
 

Што је вредност ε )0(>  мања (и мања...) то ће количнк, на левој страни 

ове једнакости, тежити ка вредности 
26a , на десној страни. Познато нам је 

да је површина коцке чија је ивица a , заправо, 
26a . Водећи се аналогијом сличности између коцке и 

лопте (тополошка сличност) применићемо исти поступак код лопте. 

Сада смо лопту полупречника r премазали танким слојем лака дебљине ε . 

Нови полупречник лопте биће: ε+= rr1 . 

Израчунајмо запремину слоја (премаза лака). Биће: 

rr VV −
1

ππ 3

3
43

13
4 rr −= ( )[ ]33

3
4 rr −+= επ  

               [ ]33223

3
4 33 rrrr −+++= εεεπ [ ]

3

2

3
4

2

3 εεεπ ++= rr  

Поделимо ову једнакост са ε . Добијамо једнакост облика: 

( )
3

2 2
1 4 εεπ
ε

++=
−

rr
VV rr

 .Што је вредност ε )0(>  мања (и мања...) то ће количнк на левој страни 

ове једнакости тежити ка вредности π24r , на десној страни. Дакле, вредност добијеног израза би 

требало да је површина лопте . 

 

(417)  Лопта полупречника R додирује све странице једнакостраничног троугла странице a . Наћи одстојање 

центра лопте од равни троугла. 

 

RCOBOAO === 111111  

aACBCAB ===  

?1 =OO  
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111 OAAOOO −= ( )2
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32 aR −=
12

2 2aR −=  

 

(414)  Две једнаке лопте полупречника су постављене тако да центар једне припада површи друге. Наћи дужину 

линије по којој се лопте секу. 

 

Линија по којој се лопте секу јесте круг пречника PQ . 

RQOQOPOPOOO ===== 212121 . 

21OPO∆  је једнакостраничан. 3
2

3
2 R

R
PQ =⋅=  

Дужина линије је обим тог круга π
2

3
2

R
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(415)  Раван садржи крајњу тачку полупречника лопте (дужине R ) и гради са њим угао од °60 . Наћи 

површину пресека лопте и равни. 

ROQOP == ;  °=∠ 60OPQ ;  
222

30sin ROPPQ
OP ==°=  

π2

2
)(

PQ

OP = π
4

2
R=  

 

 

 

 

 

(416)  Раван садржи средиште полупречника лопте и нормална је на тај полупречник. У ком односу 

су површина тако добијеног пресека и површина великог круга лопте? 

 

RNONAAO === 11 ; тј. ANO1∆  је једнакостраничан. 

21
RSNSO ==  

2

3RAS =  

( ) 1:::
4
32

4
32

2

2

3 2

== RR RR ππ 4:3=  

 

 

(418)  Лопта са центром у врху купе која додирује основу купе дели омотач купе на два дела једнаких 

површина. Колики је угао изеђу изводнице и висине купе? 

први начин 

ROBOS == ;     
sR

R

OA

OS

+
==αcos ; 

R

sR +
=

αcos

1
; 

R

s
+= 1

cos

1

α
;           1

cos

1
−=

αR

s
   (1) 

Са друге стране, из услова задатка да лопта дели омотач купе на два 

једнака дела, имамо ( ) Rrsrr ππ 11 =+ ; ( ) Rrsrr 11 =+ , тј. 

1

1

rr

r

R

s

+
=    (2) .  Заменом страна (1) и (2) имамо, 

1
cos

1

1
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+ αrr

r
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α

α
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1
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=

+

r

rr
;  

α
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1 −
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r

r
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1

−
−

=
α

α

r

r
; 

α

α

cos1

1cos2

1 −

−
=

r

r
  (3)  Са треће стране, из сличности правоуглих троуглова следи: 

αcos

1

1

=
+

=
R

sR

r

r
; Дакле, из (3) следи, 

α

α

α cos1

1cos2

cos

1

−

−
= , односно, 

ααα coscos2cos1 2 −=− ; 1cos2 2 =α ; 
2

1cos =α , односно,  °= 45α . 

други начин                                     
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A

B
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s
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Из услова задатка, да лопта дели омотач купе на два једнака дела имамо, 
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Користећи (1), имамо, ( ) ( ) 111 =−⋅+⇔
B

A

B

A
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С друге стране, из OAS∆ : BsOBOS == ,  
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OS=αcos
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(420)  Странице троугла ABC  су cba ,, . Наћи полупречнике сфера које додирују раван троугла 

         ABC  у тачкама CBA ,, и које се додирују међусобно. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( ) ( )232

22

32 rrarr −+=+ ;  
2

332

2

2

22

332

2

2 22 rrrrarrrr +−+=++ ;  2

324 arr = , односно, 

432

2
arr =   (1) . На сличан начин добијамо, 

421

2
brr =   и  

431

2
crr = . Одавде је, 2

2

3

2

c

b
r

r
= , тј. 

32 2

2

rr
c

b= . Заменом у (1) добијамо, 
4

2

3

2

2

2
a

c

br = , односно, 
b

acr
23 = . Слично, 

c
abr
22 =  и 

a
bcr
21 = . 

 

(426)  Раван додирују четири лопте: две полупречника r  и две полупречника x   тако да свака лопта додирује 

преостале три. Израчунати  x . 

  

P  је додирна тачка лопти  са центрима у 1C  и 2C  

чији су полупречници r  , а 3C  и  4C  су центри лопти са  

полуречницима x . Како све четири лопте леже у равни и 

све се додирују, онда је троугао 
43CPC  једнакокрак, и 

подножје висине из темена P  је додирна тачка лопти 
3C  и  

4C . Та висина је дужине xr − . Из тог троугла следи: 

( ) 222

3 )( xrxPC −+= , а из троугла 31PCC  следи: 

( ) 222

3 )( xrrPC +=+ , односно, 
2222 )()( xrrxrx +=+−+ , одакле је 04 22 =+− rrxx  

која има два решења; )32( −⋅= rx  за лопте као на слици, или )32( +⋅= rx  за лопте чији су 

полупречници већи од r  тј, које се додирују одозго. 

 

 

(427)  Лопта је уписана у коцки ивице a . Колико је пута површина коцке већа од површине лопте? 
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(428)  Сфера је пресечена са две паралелне равни чије је међусобно одстојање 3 cm и налазе се са 

           исте стране центра сфере. Те равни секу сферу по круговима полупречника 9 cm и 12 cm.  

           Израчунати површину сфере. 

 
22 )3(81 xR ++=    и  

22 144 xR += . Дакле, 

22 144)3(81 xx +=++ ;  
22 1446981 xxx +=+=+ ; 

546 =x ;  9=x   

225811442 =+=R ; 15=R ;  

ππ 22544 2 ⋅== RPL π900= . 

 

 

(429)  Израчунати површину појаса лопте полупречника 65=R cm  ако су полупречници граничних  

           кругова појаса 331 =r  cm  и 252 =r cm. (Површина појаса је hRPp π2= , где је R  

           полупречник лопте, а h висина појаса) 

 
222 2565 −=AC )2565)(2565( +−= 9040 ⋅= 3600=  

60=AC  
222 3365 −=BC )3365)(3365( +−= 9832 ⋅= 249162 ⋅⋅⋅=  

56742 =⋅⋅=BC  

45660 =−=−= BCACh cm 

hRPp π2= π4652 ⋅⋅= π520= cm
2
 

 

(430) Висина зоне је 7 cm , а полупречници основа 16 cm и 33cm . Израчунати површину зоне. 

 
222 33 xR += ;  

222 )7(16 xR ++= ; 

2222 16)7(33 ++=+ xx ;  
2222 1633)7( −=−+ xx ; 

( )( )16331633)72(7 +−=+x ;  71772 ⋅=+x ;  7162 ⋅=x  

56=x  

4225108931365633 222 =+=+=R ;  65=R ; 

ππ 76522 ⋅⋅== hRP π910=  cm2 

 

 

 

 

 

 
(431) На којој удаљености од центра непрозирне лопте полупречника 4 cm треба поставити сијалицу да би она 

осветлила 3
1  површине лопте? 

 

4=== rBCAC ;   πππ
3

642

3
42

3
4 4 === rP  

Са друге стране је, DTrrP ⋅== ππ 22

3
4 , одакле 

је 
3
8=DT ;  

3
4

3
84 =−=−= DTrCD . 

Из ACDSAC ∆∆ ~ следи, CDACACSC :: = , 

односно, 
CD

AC
SC

2

=
3
4

16
= 12=  cm. 
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(432) Тачкасти извор светлости удаљен је 4 m од центра лопте полупречника 2 m. Колика је површина 

осветљеног дела лопте? 

 

ROBOA == ;  hCT = ; 

ACOSAO ∆∆ ~  

OC

OA

OA

OS
= ;  

OC

2

2

4
= ;  1=OC ; 

112 =−=−= OCRh  

πππ 41222 =⋅⋅== hRP  m
2
 

 

 

 

(437)  У праву купу полупречника основе cm 5=r  и висине cm 12=h  уписана је лопта. Наћи запремину лопте. 

  

 

cm 5== rAC         Обележимо са OCPOR == полупречник лопте                 

cm 12== hSC        22 rhSA += 25144+= 169= 13=  

SPOSCA ∆∆ ~ (оба су правоугла, и имају заједнички оштар угао) 

Из ове сличности следи, POSOrSA :: = RR :)12(5:13 −=⇔  

RR 56013 −=⇔ 6018 =⇔ R 103 =⇔ R
3

10=⇔ R . Тако је 

запремина лопте, π3
3
4 RVL = ( ) π3

3
10

3
4=

3

81
4000 cm π= . 

 

 

(443)  Права купа постављена је на врх; њена висина је cm 16=H , а полупречник основе је cm 6=R  и испуњена 

је водом до висине cm 12=h . У њу се потопи лопта полупречника cm 3=r . До које висине се дигне ниво воде? 

Нека је cm 161 == HSO , cm 611 == RAO , cm 122 == hSO . Из сличности, 

2211 ~ ASOASO ∆∆  следи, 
22:: AOhRH = 22:126:16 AO=⇔

16
612

22
⋅=⇔ AO  

12
9

22 rAO ==⇔ . Запремина воде у купи износи ( ) 12
2

2
9

3
1

1 ⋅= πV π81= , а 

запремина лопте је π3

3
4 3=LV π36= . Када се лопта потопи у воду, повећава се  

запремина воде у купи, и тиме подиже ниво воде у купи. Тада ће запремина воде 

бити ππ 3681' 11 +=+= LVVV π117= . Из 
2211 ''~ ASOASO ∆∆ , следи 

':': 1rhRH =  (где су ''2 hSO =   и ''' 122 rAO = ) , односно, 3:86:16':' 1 ==rh . 

Из π117'1 =V ( ) ''
2

13
1 hr ⋅= π ( ) ''

2

8
3

3
1 hh ⋅= π ( ) π3

64
3 'h= , следи ( )

3
641173

' ⋅=h 6439 ⋅= , односно,  3 39 4'=h cm 56,13≈ . 

 

(447)  Бочна ивица правилне тростране призме је m 4=b , а основна ивица је m 3=a . Наћи полупречник лопте 

описане око те призме. 

 

Према задатку , m 421 == bAA ;  2121 AAOO = .  Нека је O  центар лопте, тада 

је O  средиште дужи 21OO . 111 CBA∆  је једнакостраничан;  311 == aBA  па је 

3
3

2
3

3
2

11
aaOA =⋅= 3= ; 2

21 == bOO . Тада из OOA 11∆  следи, 

( ) ( )21

2

111 OOOAOA += 43+= 7= . Дакле, полупречник лопте 

описане око призме је m 7 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

A 

S 

O 

B 

C T 

S 

C 

O 

S 

O 

C A 

P 

S 

O2 

S 

O2 

O1 

A2 

A1 

O’2 A’2 

O1 

A1 B1 

C1 

A2 

O1 

O2 

O 



Стереометрија→ лопта               неки решени задаци из збирке за вежбање 

  проф. И. Јоксимовић 

(448)  Висина правилне четворостране призме је cm 2 , а основна ивица је cm 4 . Одредити полупречник лопте 

описане око призме. 

Према задатку, 221 == HAA ;  411 == aBA . 2121 AAOO = .  Нека је O  

центар лопте, тада је O  средиште дужи 21OO . Тада је 2
2
1

11 aOA = 22= ; 

121 == HOO . Тада из OOA 11∆  следи, ( ) ( )21

2

111 OOOAOA += 18+= 3= . 

Дакле, полупречник лопте описане око призме је cm 3 . 

  

 

 

(449)  Правилна четворострана пирамида има све ивице дужине cm 2 . Израчунати полупречник уписане сфере. 

 

Према задатку, 21111 === aFEBA ;  

21111 ===== bSDSCSBSA ; 

2211 === adCA ; ( )2
2

2

1
dbHSO −== ; 

112 =−=H ; Из 
11FSO∆  ( ) 1

2

2
2

1 +== bhSF ; 

2
3=bh ; 

2
2

211
== ⋅

∆
Ha

FSEP , а полуобим, 
2
3

2
2

2

22

11
+==

+

∆
bh

FSEs , затим, полупречник сфере 
11

11

FSE

FSE

s

P
r

∆

∆=
2

3

2

2

2

2

+
=

2

3

2

1

2

1

+
= ; 

2

31

2

1

+
=r

13

13

31

1

−

−

+
⋅= ( ) cm  13

2
1 −= . 

 

   (tangenta 46 2006/2007 – 2)  
(450)  У правилну тространу призму уписана је лопта. Наћи однос површина лопте и призме. 

 

 

aACBCAB === ; 

rAOOOOO === 1121  

2

3
3

a
r =  

32
3

3

3

6
r

r
a =⋅=  

 

33
4

334

4

3 2
22

r
ra

Bp =
⋅

== ;   

31232623 2rrrraM P =⋅=⋅⋅= ;  
PPP MBP += 2 31236 22 rr += 318 2r=   ;   π24rPL =  

318

4
2

2

r

r

P

P

P

L π
=

39

2π
=   

(451)  У правилној тространој призми основне ивице a  уписана је лопта. Израчунати површину и запремину оба 

тела. 

aACBCAB === ; 

rAOOOOO === 1121
; 

2

33 ar = ; 

6

3ar = ; 
4

32a
pB = ; 323 2araM P =⋅⋅= ;  

PPP MBP += 2 32

2

32

aa +=
2

33 2a= ; 

rBV PP 2⋅=
3

3

4

32 aa ⋅=
4

3
a= ; 

π24rPL = ( ) π2

6

34 a= π
3

2
a= ; 

π3
3
4 rVL = ( ) π3

6

3

3
4 a= π

54

3a=  
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Стереометрија→ лопта               неки решени задаци из збирке за вежбање 

  проф. И. Јоксимовић 

(452)  Основна ивица правилне четворостране пирамиде је a , бочна ивица је 
2

23a
. Израчунати запремину 

пирамиде и полупречник лопте која је око ње описана. 

aAB = ; 
2

23aSDSCSBSA ==== . Тада је 

2
2

1
aAO = , и ( ) ( )2

2
2

2

2
23

1
aaHSO −== ; 

22
9 22 aaH −= a2= ;  

22

2
22 aP aa

SAC == ⋅
∆

; а полупречник описаног круга је 

( )
SAC

a

P

a
rSOAO

∆

⋅
===

4

2
2

2

23

2
2

29

4a

a a⋅
=

8
9a= ; 2aBp = ;  

а запремина пирамиде је HBV PP ⋅=
3
1 aa 22

3
1 ⋅= 3

3
2 a= . 

 

 

(453)  Описани кругови око основа зарубљене правилне тростране пирамиде имају полупречнике 121 =r  и 

92 =r . Ако је висина те пирамиде 21=H , одредити површину лопте описане око те пирамиде. 

 
222 12 xR += ;   

222 )21(9 xR −+=  

22 )21(81144 xx −+=+  

9=x  

22581144912 222 =+=+=R  

15=R  

ππ ⋅⋅== 22544 2RPL  

π900=LP  

 
(454)  Прав кружни ваљак описан је око лопте. Одредити однос површина и однос запремина тих тела. 

 

rrr LV == ; а висина ваљка rHV 2= ; 

MBPV += 2 rrr 222 2 ⋅+= ππ ππ 22 42 rr += π26r= ; 

π24rPL = ; ππ 22 4:6: rrPP LV = 2:3= ; 

VV HBV ⋅= rr 22 ⋅= π π32r= ;  π3
3
4 rVL = ; 

LV VV : ππ 3

3
43 :2 rr=

3
4:2= 2:3= . 

 

(455)  У лопти површине 2m π  уписан је ваљак чији осни пресек има површину 2dm 48 . Одредити површину и 

запремину ваљка. 

Из ππ == 24rPL 14 2 =⇔ r , следи m 5,0
2
1 ==r dm 5= . 

Осни пресек је VV Hr ⋅= 248 24=⋅⇔ VV Hr .  Из ABC∆  

( ) ( ) 222
22 VV Hrr += 22

4100 VV Hr +=⇔ 2

2
242

4
Vr

Vr +=  

2
5762

4100
Vr

Vr +=⇔ 2
1442

25
Vr

Vr +=⇔

014425
24

=+−⇔ VV rr ( )
2

57662525

2,1

2 −±=⇔ Vr 2
725±=  

9
2
=⇔ Vr 16

2
=∨ Vr , тј. 3=Vr 4=∨ Vr , а њима одговарају 

висине, 8=VH 6=∨ VH , тако да имамо два облика ваљка; први, 3=Vr  и 8=VH , и други, 4=Vr , 6=VH . 

MBP += 21 )(2 VVV Hrr += π 2dm 66π= ,  
2

2 dm 80π=P ; 
VV HrV π21 =

3dm 72π= , 
3

2 dm 96π=V . 
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Стереометрија→ лопта               неки решени задаци из збирке за вежбање 

  проф. И. Јоксимовић 

(456)  Омотач зарубљене купе једнак је површини круга чији је полупречник изводница купе. Доказати да се у 

зарубљеној купи може уписати лопта. 

 

Омотач зарубљене купе је,  ( ) ππ 2

21 ssrr =⋅+ , према услову 

задатка, одакле је srr =+ 21
. Ако ову једнакост помножимо са 

2  добијамо srr 222 21 =+ , што је потребан и довољан услов да 

четворугао ABCD  буде тангентни (потребан и довољан услов 

да четвороугао буде тангентни је да је збир његове две 

наспрамне странице једнак збиру друге две наспрамне 

странице). Пошто је осни пресек зарубљене купе управо тај 

четвороугао, онда је у ту купу могуће уписати лопту. 

 

(457)  Око лопте полупречника r  описана је права кружна купа висине r4 . Наћи однос запремина лопте и купе. 

 

Осним пресеком ова два тела добија се круг уписан у једнакокраки троугао. Нека је 

rOPOO ==1 , rSO 41 = . Тада је rSO 3= , и ( ) 22
3 rrSP −= 22r=  

Из сличности SOPSAO ∆∆ ~1  (оба правоугла са заједничким оштрим углом) 

имамо, 22:122::: 11 === rrSPOPSOAO . Одавде је 21 rAO =  . 

Запремина купе је 1

2

13
1 )( SOAOVk ⋅= π rr 4)2( 2

3
1 ⋅= π π

3
8 3r= , а однос 

запремина је ππ
3

83

3
4

3

:: r
kl rVV =

2
1= . 
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